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Sur la cohomologie de certains espaces de modules de fibre´s vectoriels
Arnaud BEAUVILLE(*)
De´die´ a` M.S. Narasimhan et C.S. Seshadri,
pour leur 60e`me anniversaire.
Soit X une surface de Riemann compacte. Fixons des entiers r et d premiers entre
eux, avec r ≥ 1 , et notons M l’espace des modules UX(r, d) des fibre´s vectoriels stables
sur X , de rang r et de degre´ d . C’est une varie´te´ projective et lisse, et il existe un fibre´
de Poincare´ E sur X×M ; cela signifie que pour tout point e de M , correspondant a`
un fibre´ E sur X , la restriction de E a` X× {e} est isomorphe a` E .
Notons p , q les projections de X×M sur X et M respectivement. Soit m un
entier ≤ r ; la classe de Chern cm(E) admet une de´composition de Ku¨nneth
cm(E) =
∑
i
p∗ξi·q
∗µi , avec ξi ∈ H
∗(X,Z) , µi ∈ H
∗(M,Z) , deg(ξi)+deg(µi) = 2m.
Nous dirons que les classes µi sont les composantes de Ku¨nneth de cm(E) . Un des re´sultats
essentiels de [A–B] est la de´termination d’un ensemble de ge´ne´rateurs de l’alge`bre de
cohomologie H∗(M,Z) ; il a la conse´quence suivante :
THE´ORE`ME. — L’alge`bre de cohomologie H∗(M,Q) est engendre´e par les composantes de
Ku¨nneth des classes de Chern de E .
Le but de cette note est de montrer comment la me´thode de la diagonale utilise´e dans
[E–S] fournit une de´monstration tre`s simple de ce the´ore`me. Celui-ci re´sulte de l’e´nonce´
un peu plus ge´ne´ral que voici :
PROPOSITION. — Soit X une varie´te´ complexe projective et lisse, et M un espace de
modules de faisceaux stables sur X (par rapport a` une polarisation fixe´e, cf. [M]). On fait
les hypothe`ses suivantes :
(i) La varie´te´ M est projective et lisse.
(ii) Il existe un faisceau de Poincare´ E sur M .
(iii) Pour E , F dans M , on a Exti(E,F) = 0 pour i ≥ 2 .
(*) Avec le support partiel du projet europe´en Science “Geometry of Algebraic Varieties”, Contrat no SCI-0398-C
(A). adresse e´lectronique : arnaud@matups.matups.fr
2Alors l’alge`bre de cohomologie H∗(M,Q) est engendre´e par les composantes de Ku¨nneth
des classes de Chern de E .
La de´monstration suit de pre`s celle du th. 1 de [E–S]. Rappelons-en l’ide´e fonda-
mentale : soit δ la classe de cohomologie de la diagonale dans H∗(M×M,Q) ; notons p
et q les deux projections de M×M sur M . Soit δ =
∑
i
p∗µi · q
∗νi la de´composition
de Ku¨nneth de δ ; alors l’espace H∗(M,Q) est engendre´ par les νi . En effet, pour toute
classe λ dans H∗(M,Q) , on a
λ = q∗(δ · p
∗λ) =
∑
deg(λ · µi)νi ,
d’ou` notre assertion. Il s’agit donc d’exprimer la classe δ en fonction des classes de Chern
du fibre´ universel.
Notons p1, p2 les deux projections de C×M×M sur C×M , pi la projec-
tion sur M×M ; de´signons par H le faisceau Hom(p∗1E , p
∗
2E) . Vu l’hypothe`se (iii),
l’hypercohomologie Rpi∗H est repre´sente´e dans la cate´gorie de´rive´e par un complexe de
fibre´s K• , nul en degre´ diffe´rent de 0 et 1 . Autrement dit, il existe un morphisme de
fibre´s u : K0 −→ K1 tel qu’on ait, pour tout point x = (E,F) de M , une suite exacte
0→ Hom(E,F) −→ K0(x)
u(x)
−−−−→ K1(x) −→ Ext1(E,F)→ 0 .
Comme l’espace Hom(E,F) est non nul si et seulement si E et F sont isomorphes,
on voit que la diagonale ∆ de M×M co¨ıncide ensemblistement avec le lieu de
de´ge´ne´rescence D de u (de´fini par l’annulation des mineurs de rang maximal de u ).
On peut prouver comme dans [E–S] l’e´galite´ sche´matique, mais cela n’est pas ne´cessaire
pour de´montrer la proposition.
Soit E un e´le´ment de M . On a
rg(K0)− rg(K1) = dim Hom(E,F) − dim Ext1(E,F)
quel que soit le point (E,F) de M×M . Puisque Ext2(E,E) = 0 , la dimension m de M
est e´gale a` dim Ext1(E,E) ; ainsi la sous-varie´te´ de´terminantale D de M×M a la codi-
mension attendue rg(K1)− rg(K0) + 1 . Sa classe de cohomologie δ′ ∈ Hm(M×M,Z)
est alors donne´e par la formule de Porteous
δ′ = cm(K
1 −K0) = cm(−pi!H) ,
ou` pi! de´signe le foncteur image directe en K-the´orie. Cette classe e´tant multiple de la
classe δ de la diagonale, on conclut avec le lemme suivant :
3LEMME. — Soit A la sous-Q -alge`bre de H∗(M,Q) engendre´e par les composantes de
Ku¨nneth des classes de Chern de E , et soient p et q les deux projections de M×M
sur M . Les classes de Chern de pi!H sont de la forme
∑
p∗µi · q
∗νi , avec µi , νi ∈ A.
Notons r la projection de C×M×M sur C . Tout polynoˆme en les classes de
Chern de p∗1E et de p
∗
2E est une somme de produits de la forme r
∗γ · pi∗p∗µ · pi∗q∗ν , ou`
µ et ν appartiennent a` A . Le lemme re´sulte alors de la formule de Riemann-Roch
ch(pi!H) = pi∗
(
r∗Todd(C) ch(H)
)
.
Remarque.– La condition (iii) de la proposition est e´videmment tre`s contraignante. Don-
nons deux exemples :
a) X est une surface rationnelle ou re´gle´e, et la polarisation H ve´rifie H ·KX < 0 .
L’argument de [M, cor. 6.7.3] montre que la condition (iii) est satisfaite. Si de plus
les coefficients ai du polynoˆme de Hilbert des e´le´ments de M , e´crit sous la forme
χ(E⊗ Hm) =
2∑
i=0
ai
(
m+ i
i
)
, sont premiers entre eux, les conditions (i) a` (iii) sont
satisfaites [M, § 6].
Dans le cas d’une surface rationnelle, on obtient mieux. Pour toute varie´te´ T ,
de´signons par CH∗(T) l’anneau de Chow de T ; graˆce a` l’isomorphisme CH∗(X×M) ∼=
CH∗(X)⊗ CH∗(M) , on peut remplacer dans la de´monstration de la proposition l’anneau
de cohomologie par l’anneau de Chow. On en de´duit que la cohomologie rationnelle de M
est alge´brique, c’est-a`-dire que l’application ”classe de cycles” CH∗(M)⊗Q −→ H∗(M,Q)
est un isomorphisme d’anneaux. Dans le cas X = P2 , Ellingsrud et Strømme obtiennent
le meˆme re´sultat sur Z , plus le fait que ces groupes sont sans torsion, graˆce a` l’outil
supple´mentaire de la suite spectrale de Beilinson.
b) X est une varie´te´ de Fano de dimension 3 . Soit S une surface lisse appartenant
au syste`me line´aire | −KX| (de sorte que S est une surface K3). Lorsqu’elle est satisfaite,
la condition (iii) a des conse´quences remarquables [T] : elle entraˆıne que l’application de
restriction E 7−→ E|S de´finit un isomorphisme de M sur une sous-varie´te´ lagrangienne
d’un espace de modules MS de fibre´s sur S (muni de sa structure symplectique
canonique). Il me semble inte´ressant de mettre en e´vidence des espaces de modules de
fibre´s sur une varie´te´ de Fano (et de´ja` sur P3 ) posse´dant la proprie´te´ (iii).
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